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Approximative Solution of a Generalized Nernst-Planck-equation for a one Dimensional
Membran-model

The starting-point of this paper are generalized Nernst Planck equations, which are deduced
microscopically. Using a perturbation approach a result of this equation is given for a constant
external field and a membran, which has a low concentration of fixed charges. The used conditions
give a zeroth approximation which describes the homogeneous electrolyte. The first approximation
shows the influence of the fixed charges, the friction between ions and membran and the influence
of the correlations. The flows and the concentrations are then calculated for a system with equal

concentrations on both sides of the membran.

1. Storungsrechnung fiir das eindimensionale
Membranmodell

Membransysteme bestehen aus (mindestens) zwei
»AuBenphasen®, zwischen denen eine relativ feste
»Mittelphase“, die Membran, eingelagert ist (vgl.
Abb. 1). Das charakteristische Merkmal solcher
Systeme ist die unterschiedliche Durchldssigkeit fiir
die verschiedenen Teilchensorten in den Aufen-
phasen, die sog. Permselektivitdt. Membransysteme
spielen im biologischen Bereich eine iiberragende
Rolle, aber auch im physikalisch-technischen Bereich
finden sich zahlreiche Anwendungsmaglichkeiten fiir
die an ihnen beobachteten Effekte, z. B. bei der Was-
serentsalzung. Von besonderem Interesse sind elek-
trisch geladene Membranen, die sog. Ionenaustau-
schermembranen und AuBlenphasen aus Elektrolyt-
losungen. Eine theoretische Behandlung kann prin-
zipiell im Rahmen der Thermodynamik irreversibler
Prozesse oder ausgehend von einer mikroskopischen
Theorie erfolgen. Im folgenden wird von den mikro-
skopisch abgeleiteten verallgemeinerten Nernst-
Planck-Gleichungen von West 1*2 und Schréter 2 aus-
gegangen und mit Hilfe einer Stérungsrechnung
eine Losung dieser Gleichungen angegeben. Man er-
hélt so u.a. die Teilchendichten, die Ladungsver-
teilung und das elektrische Feld im System, d. h.
GroBlen, die wenigstens z. T. experimentell zuging-

lich sind. Dabei sollen die Einfliisse der Membran
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als gering vorausgesetzt werden, d. h. man betrach-
tet Membranen mit folgenden Eigenschaften:

1. Hohe Durchlissigkeit fiir alle Ionen und das Lo-
sungsmittel.

2. Geringe Festionenkonzentrationen, und somit nur
geringe elekirische Wechselwirkungen Membran-
Ion.

Eine solche Membran ist also nur eine ,,Stérung*
des homogenen Elektrolyten. In 0. Nédherung erwar-
tet man von einem solchen System, daf} es sich wie
der homogene Elekirolyt verhilt. Die 1. Naherung
zeigt dann die Effekte der Membran, d. h. den Ein-
flul der Festionen und den Einflu} der Membran-
reibung auf den Konzentrationsverlauf und auf die
Teilchenfliisse. Bei den folgenden Rechnungen wer-
den keine Annahmen iiber lokale Elektroneutralitit
gemacht. An den erhaltenen Ergebnissen kann man
vielmehr ablesen, an welchen Stellen des Systems
und fiir welche Fragestellung die Annahme der lo-
kalen Elektroneutralitdt sinnvoll ist oder nicht. Als
Ausgangsgleichungen betrachten wir die 1-Teilchen-
Impulsgleichung und die Korrelationsgleichungen
aus? Kapitel 6. Die Systematik dieser Arbeit soll
beibehalten werden. Das System erstrecke sich in
z-Richtung, die Membran ist also parallel zur (y-z)-
Ebene aufgespannt.

Dann bezeichnet:
a=1, ..., M die verschiedenen Ionenarten 1,..., M,
«=0 das Losungsmittel,

a=M+1 die Festionen,
a=M-+2 die ungeladene Membranmatrix,
nq(r) Teilchendichte,
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nqg(r, r’) 2-Teilchendichte,

nags(r, v’y r’’) 3-Teilchendichte,

uqy(r) mittlere Geschwindigkeit der a-Teilchen,

u(r) mittlere Geschwindigkeit,

We=ng Uy Teilchenfluf},

Kis=—0zvas z-Komponente der Wechselwirkungs-
kraft zwischen « und d,

E(r) Feldstirke der duBeren Felder,

#ad Reibungskoeffizient,
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Sas = %45 ms(n, Ws —ns W,,) ,
a=[u(r);u()],
Wap= (Wap 3 wh) ,
Sas.8= (S%,.65 Shs.5) »
S%6.6 =M #as[nap Ws (T) — 1o (T) W3] ,
8856 = ms #os[np W (1) — s () W51 ,

0,; = (6,6) Diagonalmatrix mit den Elementen (a, a, a, b, b, b)

a=kT(r)/m,;

b=kT(1r')[ms.

Fiir ein eindimensionales Membranmodell ergibt sich folgende 1-Teilchen-Impulsgleichung *:

Qrwe+,(kTmy  ng—ngu+2w,u) —m, tegn E—m, 1 Y [ ngs Kis d3fa=205aa-
5=1 P

Die Korrelationsimpulssétze lauten:

B0+ 9 Oy © 48 @+ D)~ |- B () B

M+1
+ Nag (M1 Orpas; Myt O Yup] +az1 [m,”

Diese Gleichungen sollen nun zusammen mit den
entsprechenden Kontinuitatsgleichungen mit Hilfe
eines storungstheoretischen Ansatzes fiir das oben
beschriebene Membransystem gelost werden. Ziel ist
die Bestimmung der Teilchendichten und -flisse bei
gegebenen Randbedingungen. Die Paardichten und
Korrelationsgeschwindigkeiten haben hier nur die
Bedeutung von Hilfsgroflen. Hierbei werden fol-
gende Substitutionen durchgefithrt (4 Grofenord-
nungsparameter)

we=wLl+iw), u=u'+/lu,

0 51
9ap = Yap + 4 ap -
Weiterhin sollen die 6 folgenden Annahmen ge-
macht werden. Die erste ist begriindet, wenn man

Membransysteme mit den obigen Eigenschaften be-
trachtet.

na=na0+/"nals

A A0 4 A1
Wy = Wep+ 4 Wyp s

Annahme 1:
ny.1=Anjrer, nire1=0,

ny.e=4Anjrie, nire2=0.
Annahme 2:

Weiterhin nehmen wir an, daf} die Korrelationen
klein gegen n, n; sind.

ngg=nang(1+7ge) .

Annahme 3:

Die direkten Wechselwirkungen sind klein gegen
die kollektiven Wechselwirkungen:

Nap az Yap —> 7 Nag a:c Yap -

M+1 M+2

(1.1)

_ (1.2)

Me2.
1 [ naps Or Yias 353 mg™ [ nogs Or yps d%rs] =6ZOSas,a .

Annahme 4:

Die konvektiven Terme sind klein gegen die ande-
ren, d. h. sie erhalten den Faktor 1

z. B.:

Uw,— Auw,.

Annahme 5:

Wir beschrianken uns auf schwach konzentrierte
Elektrolytlésungen (ng® > n,%). Ferner betrachten
wir wie iiblich nur stationdre bzw. quasistationdre
Transporte, d. h. alle Teilchenstrome sind unabhén-
gig von Ort und Zeit, die Teilchendichten und die
Geschwindigkeiten sind zeitunabhidngig. Bei den
konkreten Rechnungen des Abschnittes 2 wird nur
der bindre symmetrische Elektrolyt betrachtet.

Annahme 6:

Wir setzen voraus, dafl E ein konstantes aufleres
Feld ist, d. h. die Anderung der Dielektrizititskon-
stanten ¢ soll von der Ordnung /2 sein. Dies er-
scheint plausibel, wenn man bedenkt, dal wir 1. nur
kleine Anderungen von der Gleichgewichtskonzen-
tration betrachten und 2. die Abhangigkeit der Di-
elektrizitdtskonstanten ¢ von der Elektrolytkonzen-
tration in dem betrachteten Konzentrationsbereich
nur sehr schwach ist (vgl. z. B. %). Die Temperatur
wird ebenfalls als konstant vorausgesetzt.
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1.1. Die 1-Teilchenimpulsgleichung

Benutzt man die obigen Annahmen und Substitutionen in Gl. (1.1), so erhilt man, wenn man voraus-
setzt, dal die Membran ruht (uy,;=uy,2=0), bis zur 1. Ordnung in 4:

, e, e,
kT [m, 1(nl+4in1)] —20,[n w2 -2w 0] ——*nlE—i-—*nlE
a ma
M
+img? Z fdsra(nao nst + 10152 gus) Oz Was +Ama ™ [ 00031 O o o1 Brarss (1.3)
M M+2
—620"15 n 0wy’ —ns wao)/aa+/~620ma(n ws® +n' ws' —ngt w0 —ny® wal)/aa—7 %Ta 1% w0 %gs .
= =M+

Hierbei wurde beriicksichtigt, daB #,5=s, und O, y.s~eqes.

Die Kontinuitatsgleichungen im stationa-

ren eindimensionalen Fall ergeben immer w, = const, also auch w,? = const und w,! = const.

Fiir die 0. Ordnung ist n,®= const, ny°

= const, u,% = const, u,° =

const eine Losung. Wenn man weiter

beriicksichtigt, daB wir keine konzentrierten Elektrolyte betrachten (n,® <n,’), und annimmt, daB das
Losungsmittel ruht (kein Druckgradient), so ergibt die 0. Ndherung fiir den bindren symmetrischen Elek-

trolyten (e; =ze= —e,)

nlo = noo ’

ulo —

Bei verdiinnten Losungen ist u® ~ u,°
nao néo Nas*

Q. kT m,?

—Zmﬂ"uﬁ(" wg® +"Mwﬁ —ngt we® —ng® wil) +mg e (ng! we® + 1,0 wy'

—"0 Lw,d —nlw

Die rechte Seite der Gleichung ist aber ndherungs-
weise:

M+2
— Mg %40 N0 Wl 4+ Mg #g0 1t w0 — %ma/ané w0 .
d=M+1

Die Vernachlassigungen sind méglich, wenn man
schwach konzentrierte Losungen betrachtet (n,°
< ny®) und voraussetzt, daB die Ion-Ion-Reibungs-
koeffizienten in der gleichen Grofenordnung liegen
wie die Ion-Wasser-Reibungskoeffizienten. Da wir
nichts tber die Grofle der Membranreibungskoeffi-
zienten %, .1 und %, y .2 voraussetzen wollen, und
somit auch den denkbaren Fall 2, 3,1, #q 3+22> #a0
nicht ausschlieBen wollen, haben wir den Membran-
reibungsterm hier nicht vernachlassigt.

1.2. Die 2-Teilchengleichung

Gleichung (1.4) ware sofort 16sbar, wenn man
g2 kennen wiirde. Einen Ausdruck fiir das Integral,
unter dem g0 steht, liefert uns die Korrelations-
gleichung. Der Stérungsansatz in Gl. (1.2) liefert
uns in 0. Ordnung die Gleichungen 0. Ordnung der

zeE

my my Ny~ %19

) — zflna%ana w,.

Y —zek
= 0
mg my Ny~ %39

=const. Es ergibt sich daher fiir die 1. Ordnung in 1 mit nls=

M
€ =
nal— m—ana1E+ma lnuo [f str(snéonaé azw«zﬁ'i'fnllﬂ-f-l azw«,M+1d3rM+1]

(1.4)
0

1-Teilchenimpulsgleichung. Mit der Superpositions-
annahme

Nags =N Ng N [1 + 2 (gup + gps + Gsa) + 4% Gaps)

und der Annahme, daBl die Terme mit x4, a, §
=1,...,M wie in der 1-Teilchengleichung vernach-
lassigbar sind, erhalt man fir die 1. Ordnung der
2-Teilchengleichung (wir betrachten nur die ersten
drei Komponenten) :

kT e K
0003, np—1.s — E — _aﬂ_>
n, ng (ma Nap — Nap m, m,
M naon 0"60 n 1
_azl 7,5—* = S (7’],1,5 + Moo T+ g%a - nu'a'o K, s d%r;s
n °nﬂ° 1
L K a3
My an+1 a,M+1 ATY+1 (1.5)

1
= — My %y [n00 (waﬁ) *+ nao nﬁo (nol uao
1
—n® Ut —ngt uy®) —ngsnd Ul .
Ein Vergleich mit der 1. Ordnung der entsprechen-

den Einteilchenimpulsgleichung zeigt uns, dal} sie
teilweise in Gl. (1.5) enthalten ist. Berticksichtigt
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man dies, erhélt man fiir die Korrelationsgeschwin-
digkeit
Mg ng® %ao

ea Ku
E+ =
m, m,

ET
fye.. . Bl a 0 0
0 ng (Wag) e Or gas + 9ap

n.0

M néo o o e, n,gl
+ z fgﬂo Kaé d3r(; —+ mg %0 0 'u)“1 + —E 0
d=1 My n, my ng

i A
+ My %e0 w00<92ﬁ+ ni’o) . (1.6)

Mit Hilfe der Kontinuitdtsgleichung fiir die 2-Teil-
chendichte im stationéren Fall

Or (wip)*+ Or (i) =0
und der Annahme, daf} die Wechselwirkungen reine
Coulomb-Krifte sind

e, ep 1
dme |1,—1p]

Yap =

und der Abkiirzung &,=myny®%, erhilt man

schlieBlich:

€y (~,,L,, " J*) 5(ra—1y) (1.7)

m, &, mgép
0

ng e €y 0 eép 0 )

- Ts— 1)+ gas(Ta—T

;- 4«[]8( .956( 8 a) mg & gaa( a B)

=0.

Diese Gleichung ergibt fiir E =0, also im Gleich-
gewichtsfall die Debye-Hiickel-Losung. Fir E =0
ist die Gleichung bis zur ersten Ordnung in E 16s-
bar %35, Das bedeutet, da} in dieser Néherung der
Korrelationsterm in der 1-Teilchengleichung eben-
falls proportional E ist. Der Proportionalititsfaktor
hingt nicht von n,! ab! Im einfachsten Fall eines
bindren symmetrischen Elektrolyten erhélt man:

0 2
T Zna°f92a8xwaad3ra=mE
my 5=1

mit
- e3n0x )
Me= odmem kT (1+V1/2)

und o s o

#?= 2282Tna , % !=Debye Hiickel Radius.

Ebenso erhilt man:
Mg lp= —Mqla.

1.3. Die Bestimmungsgleichungen fiir die
Teilchendichten

Mit y,s=e,esp erhdlt man unter Beriicksichti-
gung des Ergebnisses aus Abschnitt 1.2:
(e E+meéque®)ng' —kT 3y nyt
—nle, ([ nirs1en.s Op P Prasy

+ %f"al es Oz P &ry)

M+2

£ 1
=My Sq W + Mg Uy E +lema Staé wao
+

(1.8)

mit Sas=msng! 5.

Im folgenden soll (1.8) fiir den Nichtgleichgewichts-
fall untersucht werden. Die Gleichgewichtslosung
fiir den bindren symmetrischen Elektrolyten wurde
(ausgehend von der BBGKY-Hierarchie) in ¢ ange-
geben. Der allgemeine Fall wird anhand von (1.8)
in 7 behandelt.

2. Losung der Einteilchengleichung
2.1. Spezifizierung des Problems

Gemafl Annahme 5 wird im folgenden nur der
bindre symmetrische Elektrolyt behandelt. Weiter
wird hier nur der Spezialfall u® = 0 betrachtet, d. h.
es findet im homogenen Elektrolyten kein Losungs-
mitteltransport statt. Die Dichten der Festladungen
ns! und der ungeladenen Membranteilchen ng! wer-
den als konstant in der Membran angenommen
(und null auBlerhalb). Die Randbedingungen wer-
den bei £d (vgl. Abb. 1) an den der Membran zu-
gekehrten Ridndern der geriihrten Aullenphasen vor-
gegeben. Das ganze Membransystem besteht also
aus den beiden Diffusionsschichten und der Mem-
branphase.

Membran

:(I) (%) (lI):

| 1
gerihrte ! I gerUhrte
Auflenphase | | Aufenphase

1 }

l 1 :

-d -6 0 +0 +d ek

Diffusionsschichten
Abb. 1. Schematische Darstellung des Membransystems.

Es ist zweckmiaBig, folgende Abkiirzungen einzu-
fiihren:

e, E
kT’

1 1
f=nt, g=nt, a=
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2 9 ]‘
b= 7 nle?=%x2, c= kT ne; e5ng' (0),
lxe [—6: a] 9
= {Ox¢ [—-4,0].
Ferner
1
L. & wl * = A4
Ca kT (mabuwa +ma#aE), Ca Ca+ a°
E *wo M+2
A — My Sy Wy . £ _ .
a kT mit ¢, 6=§+§:a6
Es ergibt sich:

af—f —ce [0, P dru.4
—bef(f-9)0: P dr;=Ci+04,,
—ag—g +cefoQ, Pdiry.4 (2.1)
+bef(f—g)3: P drs =Co+04,.
Nach Anwendung von V erhilt man im Inneren der
drei Phasen wegen
AF(R) = — (1/e)0(R) ,
af —f"+co+b(f-9) =0,
—ag —g’—co—b(f—g)=0.

(2.2)

Nach Entkopplung dieser Differentialgleichungen er-
halt man als Losung:

f(:l:) =A1812+A2e_lz+A3+A4$,

g(x) =B, e +Bye *® + By + Az (2.3)
mit
. al 12
A2=a2+2b, B]':Al("b*—-b_-l-l),
al 12
By=A, N +1),
By— 4 Ayt Ayt 5

Fiir die Losungen in den Auflenphasen ist in B der
Term c/b zu streichen.

2.2. Rand- und Ubergangsbedingungen

Uber die geriihrten AuBenphasen wird voraus-
gesetzt, dal sie homogen und elektroneutral sind.
Das fiihrt auf die Randbedingungen:

f(+d) =g(+d)=0",

f(-d)=g(-d)=0". (2.4)
Nach der in2 (S.233) angegebenen Methode folgt
aus Gl. (1.8) sofort die wichtige Eigenschaft, daf}

die n,! an den Membranriandern stetig sein miissen,

819

die ng! und n,! nur Spriinge haben. Damit folgt aber
aus (1.8) selbst, daB 3, n,! nur Spriinge haben
kann wie C,, .

Das zu losende mathematische Problem ist also
die Losung der Differentialgleichungen (2.2) mit
den Randbedingungen (2.4) und den erwihnten
Ubergangsbedingungen.

Man kann leicht zeigen, daf} dieses Problem dqui-
valent ist zum folgenden: Man lost die Gln. (2.2)
allgemein gemdfl (2.3) und bestimmt die Konstan-
ten aus den Randbedingungen (2.4) und den Gln.
(2.1) fiir jede Phase.

2.3. Konzentrationsverlauf und Geschwindigkeiten

firE+0und @ =0"=0

Wenn man in die Gln. (2.4) die Losungen in
(2.3) einsetzt, erhdlt man 4 Gleichungen. Fiir
=10 gelten 4 Stetigkeitsbedingungen, da die
Konzentrationen, wie wir oben gesehen haben, stetig
iibergehen. Wir erhalten also die folgenden 8 Glei-
chungen:

@':Ai'e'ld+A2,eM+A3’—A4'd,
@,=B1’e_}'d+B2' eld +B3,—A4,d,
@’/ — AII, ezd +A2ll e_ld +A8/’ +A4/I d ,
@// =B1/’ eld+B2l/ e_ld +B3/, +A4/l d ,
A e B+ AP+ 44,6 (2.5)

= AI* e"“ +A2* 816 +A3* - A4* 6 ’
Bl, e""" =+ BZI el(s + Bs’ = A4, (s

= Bl’ 6_16+B2* eM +B3* —_ A4* 6 .
Alu e“’+ Ag” e_u +A3” +A4"<3

== Al’ 615+A2* e_;'a + A3* + A4* 6 )
B1” el"+Bg" e_“ +B3"+A4" 6

=B*e® 1+ B,*e " £ By* +A4,* 6.
Hiermit ist das Gleichungssystem aber noch nicht
losbar, da wir 12 Unbekannte haben und auBlerdem
noch die Geschwindigkeiten bestimmen wollen. Die
noch bendtigten 6 Gleichungen erhélt man, wenn
man die allgemeine Losung in die urspriingliche Dgl.
(2.1) einsetzt und die auftretenden Integrale be-
rechnet. Wir erhalten fiir jeden der drei Bereiche
unseres Membransystems zwei weitere Gleichungen.
Mit

~ 1 / 4 4
I{f@,wd3r6= fo(x ) sgn (2’ —z)dx

1 ’” ’ 4
=2—£—ff(:v+x )sgnz dx
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erhalt man aus Gl. (2.1) : Addiert man diese Gln. und setzt f und g ein, erhilt
’ ¢ i ’” ’” ’” man:
af(x) —f (x)—?];O(x )sgn(z” —z)dz 2
d-z - *_ * %y __GC
-1 df[f(x+:c") —g(z+2")] sgna” dz” 4 7 (GF+GN - T,
=da a =C,+0(2)4, ey % oy

_ gl _?‘ 4 I ’7” 4 =44y = — —5 1+ 2) .

ag(z) —g (z) + 3 _faa(x )sgn(z” —z)dx (2.6) 72 (2.7)

b ot 4 4 ’7 ’’
s _d[l:f(x+x ) —g(z+2")]sgnz" dx Weitere drei Gln. erhélt man, wenn man f und g in

=Co+0(x)d,. die 1. Gleichung von (2.6) einsetzt.

b -
2

A (-] +

ady' — A/ —ad (4, —4,*) - ¢ [4y (e7% + &%) + 4,* (¥ — e~ %)

l+a

[Az'(e“+e“) +A2* (e—;.a_e;.a) +A2”(e‘7'd—e"w)] =C1;

2
ady” — A +ad(4 —4*) + jgba‘Al'[(e_la—e_ld) +A;* (P —e %) — A4," (¥ +€')] (2.8)
ita (a8 oid * (=20 _ b 008 L -id
Ty - [4y (6P — ) + Ay* (e —€?) — A4, " (e"P+e )] =Cy 5
aA3*—A4*— Z;a_ [Al’(e—i.d__e—la) +A1*(e"w+e'w) +A1”(eld—em)]
Lta reoad 8 *(h8 4 -1 10 -18
+ [4y (" —eM) + A.* (P +e M) + A, " (e"*—e#)] =C, +4,.

2

Diese Gleichungen lassen sich losen. Hier wird nur der Spezialfall gleicher Auflenkonzentrationen behan-
delt, d. h. @ = 0" =0. Da die Rechnungen im allgemeinsten Fall sehr uniibersichtlich sind, wird iiber die
Dicke der Membran 6 und der Diffusionsschicht d — 6 vorausgesetzt, daf}

> 0> o-18> o-id (2.9)

gilt. Damit erhélt man dann nach lingerer Rechnung

A, = ’2%:(;’—2 C,+6(4, — A,%) —A4'd> +?1;.’A4/’

A" e — 552%‘5 (7"2- Ci—8(4) — A4,*) +A4’d> —511—144’,

A= /,2+aa (/%_ ,ag A1)+§17(A4’—A4*— *),
A = S5 Ci+d(A)— A, A =5 Ci-dU -4, A= Ci— 5+ 5 i,
A= G WA gt A= A T g — A A7)
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mit 042 i N 1
Ci= =~ 5qp s —4) 1+a*/24db°
’ b
Ay — A0 = 72 (4y+4,) + “j-'gc‘ . (2.7)
Fir die Fli halt chlie3lich ( it y= ——1——)
ie Fliisse erhilt man schlieflich {mi /_1+a2/2idb
O ey u 4 7 "
oy 0 M1l It S T A * .0 * 0 0
wy =wy 2d mlsleE EIE 2d m1§1 (mlsl wy +m2§2 w'l)s
o ey ,u oy (2.8)
O | . 1 2 p 7 *,, 0 *,. 0
wy=wy’ — 5 m2E.2bCE 52E 2d my &, (my &% w ¥ +my &% wy?) .
2.4. Diskussion der Ergebnisse ? = "l‘ -
ol m
Nach GI. (2.8) setzt sich also der Flu}l w, zusam- "

men aus dem FluB w,’ der nullten Ordnung sowie
den drei Korrekturtermen, die durch die Anwesen-
heit der Festionen (Faktor c), die Mitnahme der
Korrelationen (Faktor u,) und die unterschiedliche — -1 E$0 E=O;}I—
Membranreibung (Faktor &,*) bedingt sind.

Alle vier Terme sind proportional zu E. Damit
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n
1aBt sich durch elementare Rechnung die Leitfahig- *
keit des Gesamtsystems sofort angeben.

Die Ergebnisse werden iibersichtlicher, wenn man 3 05 0 05 1 i
die Membranreibung vernachlassigt (§,* =&,* =0). 10°m
Hierfiir erhélt man Abb. 2 a.

A1=0, A4’—‘A4*=ac/l2.
Da an den Membranrindern 4,” ¢ und A4, e~**
zu vernachlassigen sind, werden diese GroBen hier T mol m™3
weggelassen
\
c a
A= ——5e |1+ —
1 22 ) o
e a
A-)” = — s e"a 1 - 5y
= 212 2
c a
A* = —e~M(1] 5
1722 *T)
c g a
A”i*_ e—A.(S(l_ ‘.—)
T 22 Th (2.9)
T T —
, Oac as -1,001 -1 -0999 X
Abb. 2 b.
, dac ay
A3 =15 ;’2* I EE I; s Abb. 2. Konzentrationsverlauf in einer positiv geladenen
- Membran mit Diffusionsschichten (mit und ohne elektr. Feld).
da v Elektrolytkonzentration: 1 mol/m?; Festionenkonzentration:
A3* = e (1 il ﬁg) 5 0,02 mol/m3; Membrandicke: 2-10—* m; Diffusionsschicht-
A 2 dicke: 2-10~5 m; angelegtes Feld: ca. 500 V/m.
dac y a6 5;, 2 a) Konzentrationsverlauf iiber die Gesamtmembran;
A 4' . 2 A 4* = > ( 1 Ad—) s 2b) Konzentrationsverlauf beim Ubergang Diffusionsschicht-
A A= Membran.
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wy= L(e n;® fs~7~e 2 m )
17 & 17 d © 9 1M1 (2.10)
dy n '
o g, (it ).
Da y =~ 1 und 6/d auch in der GroBenordnung von
1, sieht man, daB die Ionenfliisse von der Gleich-
gewichtskonzentration in der Membran

[n% (63/31)"5]

bestimmt werden.

Dies wird noch deutlicher, wenn man sich den
schematischen Konzentrationsverlauf (s. Abb. 2) an-
sieht.

Das elektrische Feld E habe die Richtung der
positiven z-Achse und es sei ¢;>0, d.h. ny=n,
und n,=n_. Ferner sei e;>>0. In den Diffusions-
schichten werden die negativ geladenen Teilchen
durch das Feld nach links transportiert, und dieser
Transport wird noch zusitzlich durch das sich auf-
bauende Konzentrationsgefille unterstiitzt. In der
Membran werden diese Teilchen ebenfalls nach links
transportiert. Da sie aber in héherer Konzentration
als in den Diffusionsschichten vorhanden sind, kann
sich im System ein stationdrer Zustand einstellen,
wobei das dem Feld in der Membran entgegenwir-
kende Konzentrationsgefélle bei hinreichend dicken
Membranen vernachléssigbar ist.

Zum Schluf} soll noch etwas iiber die Ladungsver-
teilung gesagt werden. Die Koeffizienten 4,", 4,”,
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A;* und A4,* zeigen im Nichtgleichgewicht nur sehr
kleine Abweichungen zum Gleichgewicht. Der durch
die e-Funktion geprédgte Teil an den Membranrin-
dern dndert sich im Nichtgleichgewicht also auch nur
unwesentlich. Die Ladungsverteilung fiir das Nicht-
gleichgewicht (s. Abb. 3) entspricht also auch der
Ladungsverteilung fiir das Gleichgewicht, d. h. die
elektrischen Doppelschichten bleiben auch im Nicht-
gleichgewicht erhalten.

By

+
" = T —
-1,001 -1 -0999 X
10m

Abb. 3. Schematische Darstellung der UberschuBladung n

einer Membrangrenze (Membran mit positiver Festionenkon-

zentration). n. —n_: Differenz aller positiven Ladungen
(n+) und der negativen Ladungen (n_).

o
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