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Approximative Solution of a Generalized Nernst-Planck-equation for a one Dimensional 
Membran-model 

The s tar t ing-po in t of th i s paper are general ized Nernst P lanck equat ions, wh ich are deduced 
microscop ica l ly . Us ing a pe r tu rba t ion approach a result of th is equat ion is g iven fo r a constant 
ex te rna l field and a membran , which has a l ow concentrat ion of fixed charges. T h e used cond i t ions 
give a zeroth app rox ima t i on wh ich describes the homogeneous electro lyte. T h e first app rox ima t i on 
shows the in f luence of the fixed charges, the f r i c t i o n between ions and membran and the in f luence 
of the corre lat ions. The flows and the concentrat ions are then ca lcu la ted fo r a system w i t h equa l 
concentrat ions on bo th sides of the membran. 

1. Störungsrechnung für das eindimensionale 
Membranmodell 

Membransysteme bestehen aus (mindestens) zwei 
„Außenphasen", zwischen denen eine relativ feste 
„Mittelphase", die Membran, eingelagert ist (vgl. 
Abb. 1 ) . Das charakteristische Merkmal solcher 
Systeme ist die unterschiedliche Durchlässigkeit für 
die verschiedenen Teilchensorten in den Außen-
phasen, die sog. Permselektivität. Membransysteme 
spielen im biologischen Bereich eine überragende 
Rolle, aber auch im physikalisch-technischen Bereich 
finden sich zahlreiche Anwendungsmöglichkeiten für 
die an ihnen beobachteten Effekte, z. B. bei der Was-
serentsalzung. Von besonderem Interesse sind elek-
trisch geladene Membranen, die sog. Ionenaustau-
schermembranen und Außenphasen aus Elektrolyt-
lösungen. Eine theoretische Behandlung kann prin-
zipiell im Rahmen der Thermodynamik irreversibler 
Prozesse oder ausgehend von einer mikroskopischen 
Theorie erfolgen. Im folgenden wird von den mikro-
skopisch abgeleiteten verallgemeinerten Nernst-
Planck-Gleichungen von West*> 2 und Schröter 2 aus-
gegangen und mit Hilfe einer Störungsrechnung 
eine Lösung dieser Gleichungen angegeben. Man er-
hält so u. a. die Teilchendichten, die Ladungsver-
teilung und das elektrische Feld im System, d. h. 
Größen, die wenigstens z. T. experimentell zugäng-
lich sind. Dabei sollen die Einflüsse der Membran 
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als gering vorausgesetzt werden, d. h. man betrach-
tet Membranen mit folgenden Eigenschaften: 

1. Hohe Durchlässigkeit für alle Ionen und das Lö-
sungsmittel. 

2. Geringe Festionenkonzentrationen, und somit nur 
geringe elektrische Wechselwirkungen Membran-
Ion. 

Eine solche Membran ist also nur eine „Störung" 
des homogenen Elektrolyten. In 0. Näherung erwar-
tet man von einem solchen System, daß es sich wie 
der homogene Elektrolyt verhält. Die 1. Näherung 
zeigt dann die Effekte der Membran, d. h. den Ein-
fluß der Festionen und den Einfluß der Membran-
reibung auf den Konzentrationsverlauf und auf die 
Teilchenflüsse. Bei den folgenden Rechnungen wer-
den keine Annahmen über lokale Elektroneutralität 
gemacht. An den erhaltenen Ergebnissen kann man 
vielmehr ablesen, an welchen Stellen des Systems 
und für welche Fragestellung die Annahme der lo-
kalen Elektroneutralität sinnvoll ist oder nicht. Als 
Ausgangsgleichungen betrachten wir die 1-Teilchen-
Impulsgleichung und die Korrelationsgleichungen 
aus2 Kapitel 6. Die Systematik dieser Arbeit soll 
beibehalten werden. Das System erstrecke sich in 
rr-Richtung, die Membran ist also parallel zur (y-z)-
Ebene aufgespannt. 

Dann bezeichnet: 
<x=l, M 
<x=0 
<x=M+1 
a=M+2 
na{r) 

die verschiedenen Ionenar ten 1 , . . . , M, 
das Lösungsmi t te l , 
d ie Fest ionen, 
d ie ungeladene M e m b r a n m a t r i x , 
Tei lchendichte, 
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naß (r, r') 2 -Te i ld iend ich te , 
TiaßS r', r") 3 -Te i lchend id i te , 
u a ( r ) m i t t l e re Geschwind igke i t der a-Tei lchen, 
u(r) m i t t l e re Geschwind igke i t , 
M ?a=reo ua Te i lchenf luß, 
Kit = — dx Va5 ar-Komponente der Wechselwi rkungs-

k r a f t zwischen <x u n d d, 
E(r) Fe lds tä rke der äußeren Fe lder , 
y.a5 Reibungskoef f iz ient , 

S„a = y.a5 ("a IVs - nb Wa) , 

ü= [u(r); u(r')] , 
waß= , 

Saß,5— (Saß,«*; ®a/M) , 

SZß,ö = mdxa3[naßWö(r) -nö(r) W%ß] , 
Sjs.d = m5 y.a6[naß W5{r) - nd(r') Wßap] , 

@a/?= (6 ,6) Diagonalmatrix mit den Elementen (a, a, a, b, b, b) 

a = k T (r) / ma ; b = kT(r')/mß. 

Für ein eindimensionales Membranmodell ergibt sich folgende 1 -Teilchen-Impulsgleichung 2 : 
M + 1 M + 2 

df wa + 3 x(kT ma~l na — na ur + 2 wa u) — ma~l ea na E — T / naö d3r5 = 2 Sad 
6 = 1 6 = 0 

Die Korrelationsimpulssätze lauten: 
/ g 

3< Waß + 3 riß aß Uaß ~ Tlaß Ü (£) Ü + Waß ® Ü + Ü ® Waß) - Tlaß E(r); E(r') 

(1.1) 

(1.2) 

M + 1 M + 2, 
+ naß [m a 1 3 r W 5 mß 1 3 r ' VWl + 2 O « 1 / "aßd 3r V'aö d3r ö ; mß 1 / 3 r ' rpß5 d3r3 ] = 2 Saß,ö . 

ö=i 6 = 0 

z.B.: 

Diese Gleichungen sollen nun zusammen mit den A n n a h m e 4 : 
entsprechenden Kontinuitätsgleichungen mit Hilfe 
eines störungstheoretischen Ansatzes für das oben 
beschriebene Membransystem gelöst werden. Ziel ist 
die Bestimmung der Teilchendichten und -flösse bei 
gegebenen Randbedingungen. Die Paardichten und 
Korrelationsgeschwindigkeiten haben hier nur die 
Bedeutung von Hilfsgrößen. Hierbei werden fol- A n n a h m e 5 : 
gende Substitutionen durchgeführt ( / Größenord-
nungsparameter) 

Tla = Tla° + /. Ha1 , Wa = Wa° + X W\aX , U = U° + /- Ul , 

Die konvektiven Terme sind klein gegen die ande-
ren, d. h. sie erhalten den Faktor / 

/ u wn 

waß = w^ß +1 wlß, gaß = g% + X giß. 

Weiterhin sollen die 6 folgenden Annahmen ge-
macht werden. Die erste ist begründet, wenn man 
Membransysteme mit den obigen Eigenschaften be-
trachtet. 

A n n a h m e 1: 
nM + i = ^nM+h n-M+i = 0 ? 
nM + 2 ~ Ä nAI+ 2 5 n M + 2 = 0 . 

A n n a h m e 2 : 

Wir beschränken uns auf schwach konzentriertb 
Elektrolytlösungen (n0° na°). Ferner betrachten 
wir wie üblich nur stationäre bzw. quasistationäre 
Transporte, d. h. alle Teilchenströme sind unabhän-
gig von Ort und Zeit, die Teilchendichten und die 
Geschwindigkeiten sind zeitunabhängig. Bei den 
konkreten Rechnungen des Abschnittes 2 wird nur 
der binäre symmetrische Elektrolyt betrachtet. 

A n n a h m e 6 : 

Wir setzen voraus, daß E ein konstantes äußeres 
Feld ist, d. h. die Änderung der Dielektrizitätskon-

Weiterhin nehmen wir an, daß die Korrelationen stanten £ soll von der Ordnung ) ? sein. Dies er 
klein gegen nu riß sind. 

naß = na nß{l +/. g,aß) . 

A n n a h m e 3 : 

scheint plausibel, wenn man bedenkt, daß wir 1. nur 
kleine Änderungen von der Gleichgewichtskonzen-
tration betrachten und 2. die Abhängigkeit der Di-
elektrizitätskonstanten e von der Elektrolytkonzen-

Die direkten Wechselwirkungen sind klein gegen tration in dem betrachteten Konzentrationsbereich 
die kollektiven Wechselwirkungen: 

naß dx yvtf X naß dx xpaß . 

nur sehr schwach ist (vgl. z. B. 3 ) . Die Temperatur 
wird ebenfalls als konstant vorausgesetzt. 
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1.1. Die 1-Teilchenimpulsgleichung 

Benutzt man die obigen Annahmen und Substitutionen in Gl. (1 .1) , so erhält man, wenn man voraus-
setzt, daß die Membran ruht (üm + i = mji/ + 2 = 0 ) , bis zur 1. Ordnung in X: 

3 xkT [m'1 (na« +X n1) ] - X 3* [na° ( « « ) 2 - 2 w» u°] - na° E-X--a- nJ E 
ma ma 

M 
+ Xm,-x 2 / d3ra(na° nä* + na° n8° ga8) 3^ ipa8 + Xm'1 f na° dxy-'a,M + 1dsrM + 1 (1.3) 

6 = 1 
M M M+ 2 

= J,ms (n«° w8° - nö° wa°) xa8 + X 2 rn& [nax w8° + na° w8x - n8x - n8° wx) xa8 -X 2 m«5 nö° w,a° xaS . 
3 = 0 5 = 0 <5 = itf + l 

Hierbei wurde berücksichtigt, daß xa8 = x8a und Ox ipa8 ~ ea e8 . Die Kontinuitätsgleichungen im stationä-
ren eindimensionalen Fall ergeben immer wa = const, also auch wa° = const und w,x = const. 

Für die 0. Ordnung ist na° = const, n0° = const, ua° = const, u0° = const eine Lösung. Wenn man weiter 
berücksichtigt, daß wir keine konzentrierten Elektrolyte betrachten ( n a 0 < ^ n 0 ° ) , und annimmt, daß das 
Lösungsmittel ruht (kein Druckgradient), so ergibt die 0. Näherung für den binären symmetrischen Elek-
trolyten (e1 = ze = — e2) 

0 = n o „ o = „ o = ~ z e E 
nl — n2 » U1 — 0 ' u2 — o m0 n0u x10 m2 m0 n0u x20 

Bei verdünnten Lösungen ist « i i 0 ° = const. Es ergibt sich daher für die 1. Ordnung in X mit n\8 = 
na° nö° rja5: 

ea _ M 
3 x k T ma 1 nx - nj E + ma 1 nj* [/ 2 d3rö nä° r]a8 dx ya8 + f n\I+x dxxpa<M +1 d3rM + J 

m a 3 = 1 
M 

— 2 ™ß xaß (n«1 wß° + na° Wß1 - n / wa° - nß° wx) + m0 ("J ™o0 + « V (1.4) ß = \ M + 2 
- «o1 Wa° - n0° Wa1) - 2 V wa° . 

5 = M +1 

Die rechte Seite der Gleichung ist aber näherungs-
weise: 

M + 2 

- ™0 *<*o no° wa + m0 na1 w0° - 2 md xaS n8x wa° . 
ä = M +1 

Die Vernachlässigungen sind möglich, wenn man 
schwach konzentrierte Lösungen betrachtet (na° 
^ n0°) und voraussetzt, daß die Ion-Ion-Reibungs-
koeffizienten in der gleichen Größenordnung liegen 
wie die Ion-Wasser-Reibungskoeffizienten. Da wir 
nichts über die Größe der Membranreibungskoeffi-
zienten xa m + \ und x„ m + 2 voraussetzen wollen, und 
somit audi den denkbaren Fall + xa,M + 2^> xa0 
nicht ausschließen wollen, haben wir den Membran-
reibungsterm hier nicht vernachlässigt. 

1.2. Die 2-Teilchengleichung 

Gleichung (1.4) wäre sofort lösbar, wenn man 
g®ß kennen würde. Einen Ausdrude für das Integral, 
unter dem g% steht, liefert uns die Korrelations-
gleichung. Der Störungsansatz in Gl. (1.2) liefert 
uns in 0. Ordnung die Gleichungen 0. Ordnung der 

1-Teilchenimpulsgleichung. Mit der Superpositions-
annahme 

naßö = nanßnä[l+X (gaß + gß5 + g5a) + /2 gaßä] 

und der Annahme, daß die Terme mit xaß, a, ß 
= 1 , . . . , M wie in der 1-Teilchengleichung vernach-
lässigbar sind, erhält man für die 1. Ordnung der 
2-Teilchengleichung (wir betrachten nur die ersten 
drei Komponenten) : 

kT e 
na° nß° ( 3r rjaß - 7]aß — 

m„ m,„ 
E- Kn 

M „ 0 „ 0 n 0 _ ^ na nß nä 
5 = 1 m, 

0 „ 0 

Vaß + Via + l 
ria 

— S nM+1 Ka,M +1 d3rji/ + i 

K„A d3rÄ 

(1.5) 

= - m0 xa0 [ti0° (wiß)3 + nß° ( V Ua° 

- n0° Uo1 - n0! M0°) - niß n0° M0°] . 

Ein Vergleich mit der 1. Ordnung der entsprechen-
den Einteilchenimpulsgleichung zeigt uns, daß sie 
teilweise in Gl. (1.5) enthalten ist. Berücksichtigt 
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man dies, erhält man für die Korrelationsgeschwin-
digkeit 

kT ^ n n e„ „ Knß 

mu - ' ma ma 

l 

m 0 n0 /-,.,! \ a Q a F i 
—ö—5 ( u > a ( 3 r = - — O r g,xß + goß—^ + 
na Kß ™ 
.V n o 

+ 2 fg%5 KaS d3rö + m0 "V W 
8 = 1 ma 

. e « ET % + Ü Q ma nßv 

(1.6) 

Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung für die 2-Teil-
chendichte im stationären Fall 

3r (Wlß)* + d r > { w l P ) ' = 0 

und der Annahme, daß die Wechselwirkungen reine 
Coulomb-Kräfte sind 

XF<aß = 4sie \ra-rß\ 

und der Abkürzung | a = m0 n0° xa0 erhält man 
schließlidi: 

kT T + j Sa ™a Sß ™ß 
eß 

m a la m ß 

ea tß 
— y + —r- ] ^ (ra - rß) 

j E dr 

(1.7) 

nö° es 

ö 4 II e \ ma |a 
9% (rß-r,a)+ ~ - glö (ra-rß) mß 

= 0 . 

Diese Gleichung ergibt für E = 0, also im Gleich-
gewichtsfall die Debye-Hückel-Lösung. Für E 4= 0 
ist die Gleichung bis zur ersten Ordnung in E lös-
bar 4 ' 5 . Das bedeutet, daß in dieser Näherung der 
Korrelationsterm in der 1-Teilchengleichung eben-
falls proportional E ist. Der Proportionalitätsfaktor 
hängt nicht von nj ab! Im einfachsten Fall eines 
binären symmetrischen Elektrolyten erhält man: 

„ 0 2 
— InA°f glö dx Vas d3r5 = E W« <5 = 1 

mit 

und 

,«a = 24>JiemakT{l + Vl/2) 

2 z 2 e 2 n o 
skT 

Ebenso erhält man: 

x 1 = Debye Hückel Radius. 

mß Mß = ~ ma Ma 

1.3. Die Bestimmungsgleichungen für die 
Teilchendichten 

Mit ipas = eaesy erhält man unter Berücksichti-
gung des Ergebnisses aus Abschnitt 1 .2 : 

(eö E + mat;a u0°) n^-kT dx n* 

- na° ea (/nM+1eM + 1dxyj d3rM + t 

+ 2 / V es dx xp d3rö) 
M + 2 

= ma la Wa1 + £ + 2 ma lad 
M + l 

(1.8) 

mit laö = m& nä i *a<5 • 

Im folgenden soll (1.8) für den Nichtgleichgewichts-
fall untersucht werden. Die Gleichgewichtslösung 
für den binären symmetrischen Elektrolyten wurde 
(ausgehend von der BBGKY-Hierarchie) in 6 ange-
geben. Der allgemeine Fall wird anhand von (1.8) 
in 7 behandelt. 

2. Lösung der Einteilchengleichung 

2.1. Spezifizierung des Problems 

Gemäß Annahme 5 wird im folgenden nur der 
binäre symmetrische Elektrolyt behandelt. Weiter 
wird hier nur der Spezialfall u0° = 0 betrachtet, d. h. 
es findet im homogenen Elektrolyten kein Lösungs-
mitteltransport statt. Die Dichten der Festladungen 
n3* und der ungeladenen Membranteilchen n w e r -
den als konstant in der Membran angenommen 
(und null außerhalb). Die Randbedingungen wer-
den bei ±e? (vgl. Abb. 1) an den der Membran zu-
gekehrten Rändern der gerührten Außenphasen vor-
gegeben. Das ganze Membransystem besteht also 
aus den beiden Diffusionsschichten und der Mem-
branphase. 

gerühr te 
Auf lenphase 

( I ) 

\ 

Membran 
I*) ( I ) 

\ 

ge rühr te 
Au f lenphase 

- d - 6 •6 +d 

D i f fus ionssch ich ten 
A b b . 1. Schematische Dars te l lung des Membransystems. 

Es ist zweckmäßig, folgende Abkürzungen einzu-
führen : 

f = n l1» g = n2x, a = 
ex E 
kT 
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h = 7 rp n £ kl 

Ferner 

p - - 1 e-, — 2 x C = e k T nex e3 n(0) 

o(x) = 
l x £ [ — <5, , 
0x<£ [ - M ] . 

Ca= [TTia^w1+ ma/xaE), Ca* = C.a + Aa, 

ma iva° 
kT mit 

A/ + 2 

Sa* = 2 £ad 
5 = M + 1 

Es ergibt sich: 
a f - f ' - c e f o dx rpd3rM + 1 

- b e f i f - g ) dxy>d*ri=C1 + oA1, 

-ag-g + c e f o dxxp d3rM + 1 (2.1) 
+ bEf(f-g)dxyd3r8 = C2 + oA2. 

Nach Anwendung von V erhält man im Inneren der 
drei Phasen wegen 

Ay(R) = -(l/s)S(R) , 

a f - f " + co+b(f-g)= 0 , ( 2 . 2 ) 

-ag -g" - c o - b ( f - g ) = 0. 

Nach Entkopplung dieser Differentialgleichungen er-
hält man als Lösung: 

f(x) = A1eXx + A2e~Xx + A3 + A4x, 

g(x) = Bx eXx + B2 e~Xx + B3 + A4x (2.3) 

mit 

A2 = a2 + 2 6 , = 1 ) 

Ba 
a . c. 

~b A* + Ä3+ b 

Für die Lösungen in den Außenphasen ist in B3 der 
Term c/b zu streichen. 

2.2. Rand- und Übergangsbedingungen 

Über die gerührten Außenphasen wird voraus-
gesetzt, daß sie homogen und elektroneutral sind. 
Das führt auf die Randbedingungen: 

f( + d)=g(+d)=e", 

f ( - d ) = g ( - d ) = e ' . (2.4) 

Nach der in 2 (S. 233) angegebenen Methode folgt 
aus Gl. (1.8) sofort die wichtige Eigenschaft, daß 
die nax an den Membranrändern stetig sein müssen, 

die /ig1 und n n u r Sprünge haben. Damit folgt aber 
aus (1.8) selbst, daß d x ^ 1 nur Sprünge haben 
kann wie Ca . 

Das zu lösende mathematische Problem ist also 
die Lösung der Differentialgleichungen (2.2) mit 
den Randbedingungen (2.4) und den erwähnten 
Übergangsbedingungen. 

Man kann leicht zeigen, daß dieses Problem äqui-
valent ist zum folgenden: Man löst die Gin. (2.2) 
allgemein gemäß (2.3) und bestimmt die Konstan-
ten aus den Randbedingungen (2.4) und den Gin. 
(2.1) für jede Phase. 

2.3. Konzentrationsverlauf und Geschwindigkeiten 
für E + 0 und Q' = Q" = 0 

Wenn man in die Gin. (2.4) die Lösungen in 
(2.3) einsetzt, erhält man 4 Gleichungen. Für 
x = ±<5 gelten 4 Stetigkeitsbedingungen, da die 
Konzentrationen, wie wir oben gesehen haben, stetig 
übergehen. Wir erhalten also die folgenden 8 Glei-
chungen : 

e'^ASe-M + Ai exd + A3 - A± d, 

&' = Bx e~'d + B2 exd + B3 -A±d, 

6" = AS exd + A2' e~xd -f AS + AS d, 

Q" = BS exd + BS e~ld + BS + AS d, 

A/e-M + A/e^'+As-A/J 

= Ax*e~xs + A2* e™ +A3< 

Bxe~xs + B2ex6+B3-A4d 

(2.5) 
AA* <5, 

,-xs + B, * JLS + BS-AS<5, 

+ AS + ASS, 
AS^ + ASe-" +AS + AS* 

= AX* exs + A2 

BSex8 + BSe-"+B3" + ASö 
= BX* (*s + B2* +B3* + AS ö . 

Hiermit ist das Gleichungssystem aber noch nicht 
lösbar, da wir 12 Unbekannte haben und außerdem 
noch die Geschwindigkeiten bestimmen wollen. Die 
noch benötigten 6 Gleichungen erhält man, wenn 
man die allgemeine Lösung in die ursprüngliche Dgl. 
(2.1) einsetzt und die auftretenden Integrale be-
rechnet. Wir erhalten für jeden der drei Bereiche 
unseres Membransystems zwei weitere Gleichungen. 
Mit 

f f d x y d3r^ = (* ' ) s g n ( « ' - x ) 

= — f f(x + x") sgn x" da;' 
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erhält man aus Gl. (2 .1) : Addiert man diese Gin. und setzt / und g ein, erhält 
, c \ ,, „ „ man: 

«/(») -f(x)--^rJo{x ) sgn(x - z ) d : r 
1 ~b b a r U d-x A * — —- (C * -i-C 

- y / [ / ( x + ®" ) - f l r (® + « " ) ] » g n ® " d x " " / 2 + Ü 2 j A2 ' 

-ag(x) (®) +y/*(*") sSn(x"-x)dx" A* =A*"= " (Ci + Ca) . (2/?) 

£ d - x 

Weitere drei Gin. erhält man, wenn man / und g in 
= Co + o(x)12. die 1. Gleichung von (2.6) einsetzt. 

aA3" — A4' + aö(A4'-A4*) + - V («" + «*)] (2 8) 

A + ö [^'(e^-e**) + A2*(e~xd-exs) - A2" (e~xd + e~;d)] =Ct; 2 

a A3* — A* — l^-lAiie-M-e-^+ASie-M + e19) + A" (e*d - e*8)] 

+ -^YL[A2'(eM-eX8)+A2*(et8 + e-M) + A2" (e~xd - e~*8)] = C1+A1. 

Diese Gleichungen lassen sich lösen. Hier wird nur der Spezialfall gleicher Außenkonzentrationen behan-
delt, d. h. 0 ' = 0 " = 0. Da die Rechnungen im allgemeinsten Fall sehr unübersichtlich sind, wird über die 
Dicke der Membran ö und der Diffusionsschicht d — <3 vorausgesetzt, daß 

e'd> e}8> e~'/8> e~xd (2.9) 

gilt. Damit erhält man dann nach längerer Rechnung 

Ai eld = ^ (Jr Cx + ö (A/ - A4*) - A4' d j + j j A4', 

A » exä = _ i ^ L ( . iL Cl - ö (A/ - A . V + A / d j - j j A/, 

Al 6 ~ 2 a U 2 / 2 V 2 X \ ~ a 

A'2 € ~ 2a U2 /2 Al) 2 l [ Ä i a 

As =jfC1 + d (A/ -A4*), A3" =^rCx-ö (A/ - A4*) , A3* = f c 1 - f + Ax, 
f. A A A A 

<5 1 <5 1 
7 A * * = l + a 2 / 2 A d 6 
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mit ÖX? , 1 
" 2 d b ( A i ~A4 j 1 + a2/2 X d& ' 

K - AC = -Jr (A, + A2) + j f . (2.7) 

Für die Flüsse erhält man schließlich I mit y 
1 + a2\2 Xdb 

o ^ l CE — &-E- — y-
2d m1^1b 2 d m1 

yi = W l - c - t ^ - O J _ t - (tox u^0 + to2 £2* w2°) , 

n ^ e l 7 r y"2 r ^ 7 / * * n f * n\ ( 2 - 8 ) Wo = Wo0 - - - j cE - — 7 - (TOx s i Wi0 + TO, i 2* Wo0) . 
2 a m<» so b $2 Ad TOO SO 

2.4. Diskussion der Ergebnisse 

Nach Gl. (2.8) setzt sich also der Fluß zusam-
men aus dem Fluß wa° der nullten Ordnung sowie 
den drei Korrekturtermen, die durch die Anwesen-
heit der Festionen (Faktor c ) , die Mitnahme der 
Korrelationen (Faktor jua) und die unterschiedliche 
Membranreibung (Faktor £„*) bedingt sind. 

Alle vier Terme sind proportional zu E. Damit 
läßt sich durch elementare Rechnung die Leitfähig-
keit des Gesamtsystems sofort angeben. 

Die Ergebnisse werden übersichtlicher, wenn man 
die Membranreibung vernachlässigt ( I i * = £2* = 0 ) . 
Hierfür erhält man 

Ax = 0 , Al — A4* = a c/X2 . 

Da an den Membranrändern Ax' eXx und A.{ e~Xx 

zu vernachlässigen sind, werden diese Größen hier 
weggelassen 

/ \ a 
A/=-

A.:'= -

2 X-

2 X2 

e*d I 1 + 

1 -

A,* = 

A' = 

2X2 

c 
2)2 

da c 
X2 

da c 
X2 

•U 

, - A.Ö 

1 -

1 + 

1 -
(2 .9) 

AS = -

A/ = 

c 
¥ 

Öacy 
dX2 

1 + 

ay 
2db 
a y 

2db 
da2 y 

~2db 

AA* = 1 -
Sy 

l\ 

H 

—1.01-

mol m" ,-3 

-1 E*0 E=0 

-1 -0.5 0 0,5 

A b b . 2 a. 
1 0 " 4 m 

10 m 

A b b . 2 b. 

A b b . 2. Konzent ra t ionsver lauf i n einer pos i t iv geladenen 
M e m b r a n m i t Dif fusionsschichten (m i t u n d ohne e lek t r . Fe ld ) . 
E lek t ro l y t konzen t ra t i on : 1 m o l / m 3 ; Fes t ionenkonzent ra t ion : 
0,02 m o l / m 3 ; Membrand i cke : 2 - 1 0 - 4 m ; Dif fusionsschicht-

d icke : 2 - 1 0 _ 5 m ; angelegtes F e l d : ca. 500 V / m . 
2 a) Konzent ra t ionsver lauf über die Gesamtmembran ; 
2 b) Konzent ra t ionsver lauf be im Ubergang Dif fusionsschicht-

M e m b r a n . 
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E ( n Sy n3 \ 
° " T 2 - " » j ' (2 .10) 

E ( o , ?>•/ "S \ 
+ d 83 ~2 "l2 j * 

Da y äs 1 und ö/d auch in der Größenordnung von 
1, sieht man, daß die Ionenflüsse von der Gleich-
gewichtskonzentration in der Membran 

[ni°± (eg/ejng] 

bestimmt werden. 
Dies wird noch deutlicher, wenn man sich den 

schematischen Konzentrationsverlauf (s. Abb. 2) an-
sieht. 

Das elektrische Feld E habe die Richtung der 
positiven x-Achse und es sei > 0, d. h. = n+ 
und n2 = n_ . Ferner sei e3 > 0. In den Diffusions-
schichten werden die negativ geladenen Teilchen 
durch das Feld nach links transportiert, und dieser 
Transport wird noch zusätzlich durch das sich auf-
bauende Konzentrationsgefälle unterstützt. In der 
Membran werden diese Teilchen ebenfalls nach links 
transportiert. Da sie aber in höherer Konzentration 
als in den Diffusionsschichten vorhanden sind, kann 
sich im System ein stationärer Zustand einstellen, 
wobei das dem Feld in der Membran entgegenwir-
kende Konzentrationsgefälle bei hinreichend dicken 
Membranen vernachlässigbar ist. 

Zum Schluß soll noch etwas über die Ladungsver-
teilung gesagt werden. Die Koeffizienten A/, A2", 
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Ax* und A.2* zeigen im Nidhtgleichgewicht nur sehr 
kleine Abweichungen zum Gleichgewicht. Der durch 
die e-Funktion geprägte Teil an den Membranrän-
dern ändert sich im Nichtgleichgewicht also auch nur 
unwesentlich. Die Ladungsverteilung für das Nicht-
gleichgewicht (s. Abb. 3 ) entspricht also audi der 
Ladungsverteilung für das Gleichgewicht, d. h. die 
elektrischen Doppel schichten bleiben auch im Nicht-
gleichgewicht erhalten. 

f 

-1.001 ^ V -1 -0 ,999 X 
10~*m 

A b b . 3. Schematische Da rs te l l ung der Überschußladung n 
einer Membrangrenze ( M e m b r a n m i t posi t iver Fest ionenkon-
zent ra t ion) . n+— rcDifferenz al ler pos i t iven Ladungen 

(n + ) u n d der negat iven Ladungen ( ra_) . 

5 W . Ebe l i ng , Z . Phys. Chemie 224, 321 [ 1 9 6 3 ] ; 225, 15 
[1964 ] . 
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[1972 ] . 

7 H.-P. S to rmberg , i n Vo rbe re i t ung . 


